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Objetivos

As funções de Lyapunov, ou energia, ocorrem em
sistemas físicos que naturalmente perdem energia,
como por exemplo certos sistemas dinâmicos dissi-
pativos. Matematicamente, tais funções são usadas
para provar a estabilidade de pontos de equilíbrio.
Para algumas classes de EDPs, sabe-se da exis-
tência de uma função de Lyapunov, e em casos
bastante particulares, sabe-se da forma específica
de tal energia. Este é o caso da equação do ρ-
Laplaciano,

ut = (ρ− 1)|ux|ρ−2uxx + f(u), (1)

onde ρ ∈ N e ρ > 2, que possui função de Lyapunov
dada por:

E =

∫ 1

0

|ux|ρ

ρ
−
∫ u

0

f(u1)du1 dx. (2)

Nesse contexto, a minha palestra consiste em apre-
sentar um método de construção de funções de Lya-
punov para equações parabólicas degeneradas não-
lineares:

f(x, u, ux, uxx, ut) = f(x, u, p, q, r) = 0, (3)

onde f ∈ C2, fqfr 6 0, fr 6= 0, fq(x, u, p, 0, 0) 6≡ 0.

Métodos e Procedimentos
Sabendo que dada uma equação diferencial, como
em (3), uma função de Lyapunov E, é uma função
não negativa de forma que:

dE

dt
(u(x, t)) ≤ 0, (4)

ao longo da solução u(x, t) da equação (3). Utiliza-
mos como base para a construção de tal função, os
métodos apresentados por H. Matano, para equa-
ções quase lineares, e por B. Fiedler e P. Lappicy,

para equações completamente não lineares. Para
isso, primeiro reescrevemos (3):

fq(x, u, p, 0, 0)uxx = F 0(x, u, p) + F 1(x, u, p, q, r),
(5)

onde,

F (x, u, p, q, r) := −f(x, u, p, q, r)+fq(x, u, p, 0, 0)uxx,
(6)

e então,

F 0(x, u, p) := F (x, u, p, 0, 0),

F 1(x, u, p, q, r) := F (x, u, p, q, r)− F 0(x, u, p),
(7)

no qual, F 1
r > 0 e fq(x, u, p, 0, 0) ≥ F 1

q (x, u, p, q, r).
Buscamos encontrar uma função L(x, u, p), tal que,

E =

∫ 1

0

L(x, u, p) dx, (8)

que por sua vez é encontrada através de uma função
g(x, u, p) no qual:

Lpp = fq(x, u, p, 0, 0) · exp(g(x, u, p)). (9)

Conseguimos comprovar a existência de g pelo mé-
todo das características, dessa forma também pro-
vamos a existência de L(x, u, p), que é recuperada
a partir da integração dupla de (9). Com isso, con-
seguimos obter o que queríamos:

dE

dt
= −

∫ 1

0

exp(g)F 1ut dx 6 0. (10)

Resultados
Por fim, caso exista uma solução g das equações ca-
racterísticas, temos uma função de Lyapunov para
(3). Tal método nos permite calcular explicita-
mente as funções de Lyapunov para algumas ge-
neralizações da equação (1), como por exemplo:

ut = (ρ− 1)|ux|ρ−2uxx + ux
n, (11)



com n ∈ R. Usando nosso método, obtemos a se-
guinte função de energia:

E = k∗

∫ 1

0

(ρ− 1)|ux|ρ−n

(ρ− n)(ρ− (n+ 1))
− u dx, (12)

onde k∗ ∈ R é uma constante.

Conclusões
Com a adptação do método introduzido pelo H.
Matano, ampliamos o escopo de equações que ad-
mitem uma função de Lyapunov. Vale destacar que
tal método não é válido para todas as equações de-
generadas, já que depende que o sistema de EDOs
obtido pelo método das características possua so-
lução, e além disso, as equações precisam obedecer
as restrições, o que não ocorre, por exemplo, na
equação de Trudinger :

(uα)t = uxx, (13)

onde α > 0, note que, neste caso fr = 0.
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